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摘要 : 本 文系 统 地 探讨 了 霍 奇 星 算 子 与 外 微分 算 符 作用 于 任意 微分 形式 场 时 两 者 的 一 般 组 合 规律 。 首 
先 ， 找 到 了 保持 微分 形式 场 的 次 不 变 的 两 个 组 合算 符 ， 并 通过 二 者 的 线性 组 合 得 到 了 一 个 新 算 符 。 其 次 ， 
当 由 任意 数目 的 霍 奇 星 算 子 与 外 微分 算 符 进行 组 合 时 ， 作 者 导出 了 所 有 形式 上 彼此 互 异 的 组 合算 符 的 统一 
表达 式 ， 这 些 表达 式 由 单个 霍 奇 星 算 子 与 外 微分 算 符 以 及 二 者 的 任 选 两 个 的 非 零 组 合 构成 。 在 此 基础 上 ， 
分 析 了 所 有 算 符 之 间 的 相互 作用 关系 ， 并 根据 这 些 算 符 对 微分 形式 的 次 的 改变 情况 ， 对 它们 进行 了 有 具体 分 
类 。 最 后 ， 作 为 一 个 应 用 ， 作 者 详细 讨论 了 如 何 由 次 相同 的 微分 形式 的 线性 组 合 来 构造 电磁 场 的 麦克 斯 书 
方程 。 
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Hee BE BR (Cartan) 44 (8 FRAJER (differential form) 的 现代 观念 ， 在 几何 
与 拓扑 等 数学 领域 以 及 物理 学 的 诸多 领域 有 着 非常 广泛 的 应 用 , 尤其 在 数学 物理 与 理论 物理 
等 物理 学 分 支 ， 微 分 形式 已 成 为 一 种 研究 广义 相对 论 、 规 范 场 论 (如 电磁 理论 与 Yang-Mills 
理论 等 )、 超 引力 以 及 弦 理 论 等 极其 有 效 的 工具 。 

对 微分 形式 的 操作 过 程 中 ， 必 然 离 不 开 枢 形 积 (wedge product), ÆA EHT (Hodge star 
operator, 用 * 表示 ) 与 外 微分 算 符 (exterior differentiation operator, H d 表示 ) 等 三 种 基本 操作 。 
枢 形 积 易 于 理解 ， 因 此 ， 本文 只 关注 最 后 两 种 算 符 ， 在 此 对 它们 做 一 个 简单 介绍 ， 下 文 即将 
给 出 二 者 的 具体 定义 与 主要 性 质 , 部 分 详细 过 程 可 参考 文献 上 等 。 由 著名 数学 家 霍 奇 (Hodge) 
首次 引入 的 Hodge 星 算 子 是 一 个 定义 在 有 限 维 定向 向 量 空 间 的 外 代数 中 上 的 线性 映射 , 在 单 
个 Hodge 星 算 子 的 作用 下 ,维度 为 n 的 微分 流 形 上 的 p- 形 式 (p-form) 可 转换 成 一 个 (n-p)- 形 式 ， 
晶 是 ,偶数 个 霍 奇 星 算 子 的 连续 作用 不 改变 微分 形式 场 的 次 ， 也 不 改变 其 分 量 的 大 小 , 仅 有 
可 能 整体 上 带 来 一 个 负 号 。 另 一 方面 ， 外 微分 算 符 是 作用 于 函数 的 普通 微分 算 符 在 微分 形式 
场 上 的 延展 , 也 常 称 为 外 导数 (exterior derivative)， 当 它 作 用 于 p 次 微分 形式 时 相当 于 把 各 个 
分 量 分 别 看 成 一 个 函数 并 对 其 进行 偏 微分 ， 生 成 (p+1) 次 形式 ， 连 续 两 次 作用 于 微分 形式 的 
结果 恒 等 于 零 。 
归 因 于 霍 奇 星 算 子 与 外 微分 算 符 自身 属性 的 限制 , 两 者 中 的 任意 一 个 连续 两 次 及 以 上 作 
于 微分 形式 场 时 ， 前 者 在 偶数 次 作用 的 前 提 下 几乎 对 这 些 场 不 带 来 影响 ， 后 者 直接 为 零 ， 
因此 , 孤立 地 考虑 二 者 中 的 某 一 个 , 终究 对 场 的 改变 有 限 。 为 了 拓展 这 两 类 算 符 对 微分 形式 
的 作用 效果 ， 一 条 有 效 的 途径 就 是 考虑 二 者 的 所 有 可 能 的 非 零 组 合 ， 其 中 如 余 微 分 算 子 中 。 
那么 ， 它 们 彼此 之 间 究 竟 有 怎样 的 一 般 组 合 规律 ? 这 正 是 本 文 拟 将 解决 的 问题 。 


1 保持 微分 形式 场 的 次 不 变 的 组 合算 符 
在 本 节 中 ， 我 们 将 详细 探讨 如 何 把 Hodge 对 偶 星 算 子 与 外 微分 算 符 作用 于 微分 形式 来 
构造 分 量 大 小 有 变化 但 微分 形式 的 次 仍然 不 变 的 新 的 量 。 在 此 基础 上 ， 给 出 两 个 以 及 三 个 
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Hodge 星 算 子 与 外 微分 算 符 组 合 的 一 般 规 律 。 
考虑 让 Hodge 星 算 子 * 与 外 微分 算 符 C 分 别 作 用 于 1n 维 时 空 流 形 上 的 任意 p 次 微分 形 
式 场 4 来 给 出 它们 的 定义 ， 微 分 形式 4 记 为 
l 


A de (1) 
pi ne 


采用 通常 做 法 ， 上 式 以 及 下 文中 ， 把 对 侦 坐 标 基底 的 模 形 积 dx%“ 入 ... 人 dx “简写 为 


da, A, .就是 一 个 p- 阶 完全 反对 称 量 。 为 了 方便 于 讨论 ， 在 整个 行文 过 程 中 ， 把 震 
奇 星 算 子 与 外 微分 算 符 分 别 记 为 * = Pd = 忆 ， 二 者 简称 为 基本 算 符 ， 并 约定 的 下 


脚 指标 “1” 与 “2” 依 次 对 应 于 算 符 “*” 与 “qd ”。 PSE EHF p- 形 式 场 4 分 别 得 至 


= 


其 对 偶 微分 形式 *4 = PA 以 及 d4 = A， 由 分 量 形式 表示 为 


(PA, = EAE 
1g p! 177V p44 Hg O) 
A a PE 


这 里 以 及 下 文中 ， 设 定 g = 7 一 p， n- 阶 完全 反对 称 的 协 变 Levi-Civita 张 量 定义 为 
& = del, g 为 时 空 度 规 的 行列 式 。 上 式 第 二 个 方程 中 的 偏 微分 8 可 蔡 换 成 通常 的 协 变 


导数 算 符 V ， 并 满足 9*4 = 0， 也 就 是 说 ， 任 意 微分 形式 经 过 外 微分 算 符 的 连续 两 次 作用 


后 始终 等 于 零 。 很 显然 ，PP # BP. 


首先 ,我 们 考虑 如 何 把 Hodge 对 偶 星 算 子 与 外 微分 算 符 或 二 者 的 组 合作 用 于 p- 形 式 4 来 
构造 分 量 大 小 有 变化 的 新 的 p 次 形式 场 。 如 果 任 意 选 取 二 者 中 的 两 个 作用 于 4 ， 有 四 种 基本 
组 合 模式 ， 相 应 可 得 四 种 操作 : 


P, = *d, P, = d*, 


; (3) 
= **, P, = dd 


-d 


m 


P, 5 P, MEF p 次 微分 形式 场 分 别 得 到 (q-1) 与 (q+1) 次 形式 ,两 者 的 次 相差 为 2。 不 难 验证 ， 


P, 5P 互 易 且 相继 作用 于 4 等 于 零 ， 这 样 


PP = P,P, =0 (4) 


12° 2 21 12 


HP 作用 于 4， 借 助 两 个 Levi-Civita 张 量 的 乘积 关系 式 以 及 推广 的 Kronecker delta 符号 部 
分 或 全 部 指标 缩 并 的 关系 式 
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ee PE 
Eira a 


(5) 
G -a Vn — (n = m) 1 Ol 
Lp 


A On nt En 


(推广 的 Kronecker delta 符号 定义 为 Oo =m! 6," e. g% ， 而 逆 变 Levi-Civita 张 量 
1 m 1 m 


约定 为 8 "=sgn (e) / Val ， ZE sgn (g) 为 符号 函数 ， 欲 了 解 两 式 的 更 多 详情 ， 参 见 文献 
6), 43] 
Rit 
PPA 


A, 
sgn (g) (—1)” A 


(6) 


除非 特别 说 明 ， 这 里 以 及 下 文中 k 默认 为 非 负 整 数 。(6) 式 表明 已; 不 改变 微分 形式 的 次 ， 尽 


管 如 此 ， 当 符号 系数 sgn (g) CD” = -1 时 ， 它 在 整体 上 给 微分 形式 场 带 来 一 个 负 号 但 不 


会 导致 分 量 大 小 的 变化 。 此 外 ，P,4 = 0 CAP, = 0 )， 因 此 ， 为 了 构造 有 实质 变化 


的 不 同 的 p- 形 式 场 ， 完 全 可 以 排除 P, 5 P, 这 两 个 平庸 操作 。 


再 来 分 析 P, 5B, P, OR P, 分 别 交换 作用 顺序 的 关系 ， 它 们 依次 为 
Ai = Gl ake 


PP = (-D7 PP (7) 


11 12 12° 11? 


ÈP = (-1)"'2.P 


11” 21 21 11 


如 果 两 个 算 符 交换 顺序 前 后 生成 次 不 同 的 微分 形式 场 , 本 文 认 为 二 者 没有 可 比 性 , 如 PP 与 


PP, PP SPP, URPP, SPP. REA BSP AS, ELE, 


4 nye, DP, 2], = 0,(P,,P,], = 0 以 及 [Pi, R], = 0, 也 就 是 说 , PSP, 


十 11? ~ 21-+ 


P, UR P, 三 者 中 的 任意 一 个 反对 易 。 


鉴于 (4) 与 7) 两 式 ， 可 以 证 明 ， 从 已 ， 已 ， 忆 ， 忆 与 忆 等 五 个 算 符 中 选取 的 任意 操 
作 组 合 ， 能 够 生成 新 的 有 实质 不 同 的 p- 形 式 场 的 最 少 操作 组 合 只 能 是 
0 = P? 


127? 


0, = ie (8) 


这 两 种 。 显 然 ，O0 = 0,0 = 0。 二 者 的 更 具体 表达 式 可 由 它们 对 p- 形 式 4 的 作用 来 给 
出 。 
为 了 得 到 04 与 0,4 的 具体 结果 ， 先 由 推广 的 Kronecker 符号 的 性 质 来 求解 p- 形 式 4 依 
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TREE SMa) SAE EAE IEF *dA = PP,4A， 以 及 它 的 对 偶 微分 形式 经 由 外 微分 算 子 的 


作用 a * A = P,A。 利 用 (2) 式 ， 前 者 的 分 量 形式 可 表示 为 


1 ~ 


Te (9) 
而 在 (5) 式 的 帮助 下 ， 后 者 的 分 量 形式 为 
再 用 ,操作 一 次 (9) 式 ， 并 应 用 (5) 式 ， 有 
OM yuu, = O62 + DV?PV A, oy) (11) 


得 到 一 个 新 的 p- 形 式 场 , 全 文中 , 约定 符号 系数 c，= sgn(g) (-1)”。 下 文中 即将 看 到 ， 


组 合算 符 0 与 熟知 的 达 朗 贝尔 算 子 之 间 有 一 定 的 联系 。 同 样 ， 再 让 及 作用 于 (10) 式 ， 又 可 
得 一 个 p- 形 式 场 
(OA) ac = 人 Ya (12) 


如 果 再 次 以 (11) 与 (12) 两 式 中 的 p- 形 式 场 0.4 与 0.4 为 出 发 点 ， 重 复 上 述 过 程 ， 又 可 导出 两 
个 新 的 p- 形 式 场 。 如 此 反复 ， 以 4 出发， 最 终 能 够 得 到 一 系列 形式 上 彼此 独立 的 p 次 微分 形 
RIPA = 074 以 及 P274 = 0,4( .为 非 负 整 数 ). 与 此 不 同 的 是 , P,O74 与 已 0j74 


分 别 为 (q-1) 与 (q+1) 次 形式 场 ， 而 (4) 式 直接 排除 了 P, 与 忆 的 混合 对 4 的 作用 。 值 得 强调 的 


是 ,由 于 算 符 0 与 具有 保持 微分 形式 的 次 不 变 的 优点 , 如果 考 虑 四 个 及 以 上 基本 算 符 忆 与 


P 的 组 合 操 作 时 ， 可 以 尝试 尽量 让 0 与 0, 来 表示 它们 。 


既然 0 与 忆 保持 微分 形式 的 次 不 变 ， 就 能 够 实现 二 者 之 间 的 线性 县 加 ， 考 虑 由 它们 的 
线性 组 合 定 义 一 个 新 的 算 符 和 于， 具体 有 
Y= 79 + 7,0, 


Ww = yi0 + y 07 


(13) 


上 式 第 二 个 方程 的 导出 用 到 了 性 质 00，= 0,0, = 0。 当 系数 =y, = -1 时 ， 平 为 通 


常 的 Laplace-de Rham 算 子 。 为 了 理解 于 的 意义 ， 有 必要 确定 0 与 0 作用 于 任意 微分 形式 
时 彼此 的 具体 联系 。 基 于 推广 的 Kronecker 符号 的 解除 反对 称 方 插 号 的 性 质 及 其 展开 式 %， 
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hinaXiv 


C 


以 及 黎 曼 曲率 张 量 (Riemann curvature tensor) h z X (VV, 一 VV, = R v” (这 是 


v ERDER), 经 过 元 长 的 计算 , 我 们 进一步 导出 (1D) 式 中 0.4 与 (12) 式 中 OA 两 者 的 


如 下 关系 
(OA) pn, 一 CD OD, j 


c, 0A +Q 
MH, MH, 


pE 


pouv 


上 式 中 ,， 达 朗 贝 尔 算 子 (dAlembert operator) = V“V_， ，p- 阶 反对 称 张 量 0,., 是 一 个 与 黎 


曼 曲 率 张 量 R  AKNE, EN 


POLlv 
= -1 
O = 一 CPR AP yn in 
(p - DR iW acne) 
由 此 可 知 ， 如 果 时 空 平 直 , BR, = 0, HQ, = 0, 该 条 件 下 , 4y, =1/c, 
Hy, = (Vo 时， 组 合算 符 平 =O, EP RAMEE: BHR, 关 0， 可 
以 证 明 ， 对 于 任意 p- 形 式 4， 并 不 能 保证 Q,.， = 0 恒 成 立 。 综 合 可 得 结论 ， 当 上 且 仅 当时 


PEN, Y 才能 表示 成 适用 于 任意 微分 形式 的 达 朗 贝尔 算 子 。 尽 管 如 此 ， 如 果 对 微分 形 


式 场 进行 特殊 选择 ， 比 如 ， 对 于 1 次 形式 4,， 只 要 Ricci HAKER, = 0 ， 或 更 一 般 地 ， 


只 需要 求 p- 形 式 4 满 足 Q,. 


4, 


11 
的 组 合作 用 于 p- 形 式 场 4 的 一 般 规律 ， 具 体 见 下 表 1: 
表 1 五 个 算 符 之 间 相互 作用 关系 
P P P P P 


1 2 11 12 21 


A cl i oF c,h F 


hh P 0 oh Pa 0 
A oh ch 1 cP, c,h 
Fa Ea 0 GP, 0, 


0 
P cP P GP 0 0. 


1 2 212 21 


Hk, FLIP, P, Po P, SP, 等 五 个 算 符 的 分 析 ， 可 以 总 结 其 中 任意 


”= 0 的 限制 条 件 ， 也 能 确保 平 = 口 成 立 。 


ak 
[| 
Tht 


表 1 中 , 除 第 1 行 与 第 1 列 以 外 , 所 有 元 素 均 是 其 所 在 行 第 一 个 元 素 与 


所 在 列 第 一 个 元 素 


的 依次 组 合 的 结果 〈 列 中 算 符 先 作用 于 4 )， 如 第 3 行 与 第 5 列 所 在 元 素 为 PP，= Bpo 
表 中 所 有 组 合算 符 作用 于 任意 微分 形式 时 ， 只 有 经 由 对 角 元 素 的 操作 才能 保持 它们 的 次 不 
变 ， 由 此 进一步 验证 了 (8) 式 中 的 结论 。“1” 理 解 为 单位 算 符 ， 两 个 符号 


义 为 


系数 c He, 分 别 定 
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c = sen(g) CD” 


C, = (CDe 


(16) 
也 就 是 说 ，c ,只 可 能 取 正 负 5o KARAG = (CDc 。 当 时 空 流 形 的 维度 为 奇数 
nt, co 与 c, 同 号 ， 此 外 ， 为 偶数 时 ， 二 者 异 号 。 己 P, 、0 与 0 对 4 的 作用 由 (9) 与 (12) 


四 式 依次 给 出 ， 而 操作 己 ， 与 已 ,定义 如 下 


3 
= bi RRi = Bab? 


PoP = BPs [Py Bil = OURPP,, = Cl" P,P, SHEAR, 它们 作用 


212 11? 4212 
于 任意 p- 形 式 场 4 的 具体 结果 分 别 为 
(FA) a ot, 一 UV 


Ph Hy 


(P.A) = pees x (18) 


212“ / 4h lg p | Oy Oy ly Hy 


Viva 
p 


由 此 可 见 ， 操 作 记 ,与 微分 形式 相 作用 实质 上 就 是 对 其 作用 对 象 进行 物理 学 上 的 散 度 运算 ， 
它 与 余 微分 中 (codifferential) 9 有 这 样 的 关系 


ô = san(g) CD” P. (19) 
易 得 9=cPP = 0。 


2 12 21 


最 后 ,把 基本 算 符 忆 与 己 作用 于 任意 两 个 Hodge 对 偶 与 外 微分 算 符 的 3 个 非 零 组 合 局 ， 


,与 ， 可 以 得 到 由 三 个 基本 算 符 构成 的 5 个 非 零 的 独立 组 合 操 作 。 除 了 (17) 式 中 的 两 个 


HE P,, = PP, 与 ,=PP, 外 ， 还 有 如 下 三 者 


P = PP，P = PP» 


(20) 


根据 表 1， 它 们 作用 于 p- 形 式 场 4 有 这 样 一 些 结果 ; 
P 4=Sssgn(5) (-D” dA 


211 


P A = sgn(g) (-D” * A (21) 


111 


P „A = sgn (g) (1) dA 


112 


到 此 为 止 , (18) 与 (21) 两 式 给 出 了 三 个 基本 算 符 的 非 零 组 合 操 作 作用 于 微分 形式 的 所 有 结果 ， 


pa a @ 
1v1 


) 


.0000 


Cam 


ry Vata’ 


ge 
09 
Y 


但 与 、 忆 作用 的 结果 有 本 质 区 别 的 只 有 P, 与 ,这 两 个 操作 。 


2 任意 霍 奇 星 算 子 与 外 微分 算 符 的 一 般 组 合 规律 

在 上 一 节 的 基础 上 ， 本 节 中 ， 我 们 将 进一步 全 面 系统 地 探讨 任意 数目 的 Hodge 星 算 子 
与 外 微分 算 符 共同 作用 于 微分 形式 场 的 一 般 组 合 规律 ,给 出 所 有 可 能 的 非 零 县 形式 上 独立 的 
组 合 操作 的 一 般 表达 式 ,， 在 此 基础 上 ， 再 来 分 析 它 们 的 相互 作用 关系 ， 并 依据 这 些 操 作 生 成 
的 微分 形式 的 次 来 对 它们 进行 分 类 。 
2.1 所 有 非 零 独立 组 合算 符 的 统一 表达 式 


考虑 把 上 一 节 中 两 个 以 及 三 个 基本 算 符 号 与 已 的 组 合 模式 推广 到 任意 个 的 情形 。 一 


方面 ， 由 于 ”= 0 URP 仅 有 可 能 改变 微分 形式 场 的 符号 ， 因 此 ， 不 能 连续 出 现 两 个 外 


微分 算 符 ， 并 且 ， 相 邻 两 个 外 微分 算 符 已 之 间 仅 能 有 奇数 个 Hodge 对 侦 的 组 合 PP“， 形 


RPPP NP 的 结构 (利用 (7) 式 中 局 | 与 己 的 交换 关系 ， 等 价 为 (-D4 PPPP“)， 也 就 


11 也 


是 说 ， 两 个 相 邻 ,或 ,之 间 只 可 能 出 现 算 符 P, ， 一 起 构成 形 如 P,P,P, 或 PPP 的 


组 合 。 另 一 方面 ， ORR PSP, 、 忆 二 者 中 的 任意 一 个 交换 先后 作用 顺序 时 乘 上 一 


个 符号 系数 (-1D”，, 仅 有 可 能 带 来 符号 的 变化 , 这 样 , 总 可 以 通过 置换 排列 顺序 , ER P, 


PO 之 间 的 所 有 P, 算 符 置换 到 最 左 端 或 最 右 端 ， 而 (4) 式 直接 排除 了 混合 P, 52 的 操 


H 


WAE P,P EP 与 忆 PEP IHI. 基于 此 ,对 于 W 个 Hodge 星 算 子 与 外 微分 算 符 的 任意 


12 11 ”21 
非 零 值 组 合 ， 总 可 以 表示 成 如 下 
这 (1% prp ip E, 
U, = Cp ppp). (22) 
U, = (I) pp ips 
三 种 形式 之 一 。 上 式 以 及 下 文中 , 约定 z = 0, 1;， 思 与 了 默认 为 非 负 整数 (除非 特别 指出 )， 
尺 指 代 把 所 有 己 置换 到 最 右 端 时 己 与 已 P, P 三 者 置换 的 总 次 数 ， 很 显然 ，. 与 丰满 


EARKI 


T+ Aj +h) =N 


(23) 
1420 +c) = 


值得 注意 的 是 ，(22) 式 中 的 三 个 表达 式 并 不 是 彼此 完全 独立 的 ， 当 z = 1, U U, 50, 


$ 
可 
had 
Bi 


具体 地 ， 当 WW 为 偶数 时 ， 所 有 (2N 一 D) 个 非 零 且 独 立 的 操作 只 能 表示 成 (22) 式 中 
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T = 0 时 的 更 为 简洁 的 如 与 心 B 


U = 


10 


U. = 


Oo 
(24) 
20 O 


不 可 能 出 现 V, 形式， 而 2(7 +k) = NV; SN 为 奇数 时 ， 要 求 (22) 式 中 Fr = 1， 所 有 形式 
上 独立 的 非 零 组 合 操作 可 表示 为 


V, = oa ne i 
; (25) 
k 
U, oPP“P 


17 2412 +11 


HRAJ +4) = NW 一 1。 当 奇数 y > 3 时 ， 非 零 操 作 总 数 也 为 (2W 一 1), But, RES 


N 个 基本 算 符 了 与 的 组 合 模式 有 2” 种 ， 但 非 零 的 独立 组 合 操作 只 有 (2W 一 IA, 


WEP, SP, P, URP 等 置换 最 终 不 带 来 符号 差异 ， 它 们 的 数目 会 更 少 ， 比 如 ， 当 时 空 


流 形 的 维度 n AAS, PSP, P, URP AIWA, Bik, WAONI? = 1, 


这 时 ， 所 有 由 W 个 基本 算 符 与 号 组 合 的 非 零 独立 操作 的 个 数 仅 为 (V + ]D) 。 在 (24) 与 25) 
两 式 中 ， 因 为 力 要 么 为 偶数 次 置换 ， 要 么 为 奇数 次 置换 ， 因 此 ， 不 需要 关心 帮 的 具体 取 值 ， 
完全 可 以 由 o = (-1)" 普 代 符号 系数 (-1)””。 当 = 0 RU WH = 08 


k + 0 情形 ) RA = 0 时 ， 也 就 是 说 ， 组 合 操 作 中 不 出 现 P RFE RP i EPON 


r= 0， 使 得 符号 系数 o = 1; 其 余 情形 SU, 的 了 = 0 且 k + 0 情形 ), BP 混合 


P, ,与 三 者 中 任意 一 个 时 c= 0 与 7 = 1 操作 同时 存在 对 于 Us UU, BU, 
彼此 之 间 的 相互 作用 关系 ， 下 文 即将 给 予 探讨 。 
(22K, WETH, Bo Po P, 5P, 等 五 个 算 符 表示 由 Hodge 对 偶 与 外 微分 


算 符 构 造 的 任意 非 零 值 操作 , 这 样 , 借助 表 1 给 出 的 算 符 之 间 的 相互 作用 关系 以 及 它们 作用 
于 p- 形 式 场 4 的 各 具体 表达 式 ， 可 以 逐步 计算 这 些 操 作对 微分 形式 场 的 作用 结果 。 接 下 来 ， 


讨论 三 个 有 关 (24) 与 (25) 两 式 的 具体 应 用 例子 , 其 一 ，N = 4 时 , EP 5 P MILER FO) 


式 中 由 三 个 基本 算 符 构成 的 所 有 5 个 非 零 操 作 ， 进 一 步 得 到 由 四 个 且 与 组 合 的 7 个 彼此 


互 异 的 非 零 操 作 ， 也 就 是 (24) 式 中 (J, K) 取 值 为 (0, 2). 0, DS(2, 0) 时 的 结果 
(1 PP, 0,» Fiho 


[yep P 0 


21 11? 2 


(26) 
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若 时 空 维度 n 为 奇数 ，(-1)” = 1, 因此 , (26) 式 中 真正 独立 的 量 只 有 5 个 。 其 二 , W = 5 


时 ， 再 次 把 与 只 分 别 作用 于 (26) 式 中 各 量 ， 又 可 得 到 9 个 由 五 个 尸 与 已 组 合 的 独立 非 零 


操作 ， 它 们 对 应 于 (25) 式 中 (J, &) 依然 取 值 为 (0, 2). (A, 1) 5 (2, 0) 时 的 值 : 
(CD PPP, Pray 


(CD PPP, PO, (27) 


21 11? 


t(n-1) 
(1 PPP, BO, 


12> 11? 


同样 ,如 果 时 空 维度 n 为 奇数 ，(27) 式 中 仅 包含 6 个 独立 组 合算 符 。 其 三 ， AARE CI, k) 


分 别 等 于 (0, 3) 、( 2) 、(2, D 与 (3, 0) 时 ， 能 够 得 到 由 六 个 基本 算 符 组 合 的 11 个 独立 的 非 
零 操作 
FO, oF, o0 hi Fy 


P0. 3 oh J0,F 


2 2 


(28) 


上 式 中 ， 已 利用 单位 算 符 P,P，= 1 对 部 分 量 进行 了 化 简 。 
2. 2 算 符 之 间 的 相互 作用 关系 

基于 上 一 小 节 的 分 析 ， 尽 管 广 个 基本 算 符 的 组 合 总 共 可 以 得 到 (2W 一 ]) 个 形式 上 完全 
独立 的 操作 ， 事 实 上 ， 从 依赖 Hodge 对 偶 与 外 微分 算 符 的 作用 构造 有 实质 不 同 的 微分 形式 
场 的 角度 来 看 ， 由 于 P, 仅 有 可 能 改变 微分 形式 的 符号 ， 如 果 不 是 关注 此 ， 真 正 有 实质 性 区 


别 的 组 合算 符 只 可 能 是 形 如 


A, = ne 4, = BY 
Y = EES = Lee, (29) 


Y, = Er = Pah 


= 


SK., bat, 1 5X EAFA 为 偶数 时 ， J 可 取 尽 区 间 [0, N / 2] 内 的 所 有 整数 ， 


特别 地 ， 不 (0) = X,00) = LE VS YEE 为 奇数 时 ， 同 样 ，7 了 取 完 区 间 


LO, W -了 /2 中 的 所 有 整数 。 这 样 ，W 个 基本 算 符 的 组 合 总 共 只 能 得 到 (W + D 个 有 实 
质 区 别 的 组 合 操作 ， 并 且 ， 它 们 履 盖 了 所 有 小 于 W 情形 的 结果 。 
为 了 理解 (29) 式 中 所 有 算 符 的 内 在 联系 , 我 们 来 分 析 它 们 的 相互 作用 关系 ,任意 5X, 
的 自身 或 彼此 之 间 的 相继 作用 得 到 
X DX Ak) = 6X7 + k) (30) 


GOH, MERET = 12; 对 于 上 与 万 的 自身 或 相互 之 间 的 作用 ， 有 
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VOW =A-6) XG +k +0 


jami 


用 关系 为 
Vv.) XO], = 4.04 


VG), XD] = 28, -DEG + k) 


(31) 


HETI, RAFY VS Y, AERA, MAX, 与 上 之 间 的 彼此 作 


(32) 


上 式 第 一 个 方程 为 ,与 了 二 者 的 反对 易 关 系 ， 由 (32) 式 可 知 ， 它 们 的 相继 作用 结果 完全 由 


了 来 确定 。 需 要 注意 的 是 ， 在 上 述 (30)、(31) 与 (32) 三 式 中 ， 已 设 定 整 数 , k > 0 ， 因 此 ， 


它们 并 没有 包括 /= OVO) = 25O = PP 二 者 分 别 与 也 (Kk) K(k) (这 里 同样 


BORA > 0) 的 相互 作用 关系 。 为 此 ， 通 过 计算 ， 我 们 给 出 已 与 不 (4 彼此 之 间 的 如 下 相 


互 作 用 关系 
PX (k) = cY (k - 6,,) 
了 UDP = cY (k - 6,,) 
PAM) = JUF =o VU) 


li 2 


以 及 PP 与 V(K) 之 间 的 作用 关系 


VDP, = 6, K(k +1) 
PY(k) = 5 X(k +1) 


PY(k) = c,X,(k + 6,,) 
VKP, = cX (k + 6,,) 


在 (33) 与 (34) 两 式 中 ， 因 P, 的 出 现 而 引入 的 符号 系数 c 5c, 只 可 能 取 正 负 1, 


(33) 


(34) 


=le o =a; o =o: 41 = 2H, co, = 1. REGONE 


式 子 ， 并 考虑 到 PP = X0, RP = X0) VALE X (0) X, (0) 与 任意 算 符 作用 


还 是 该 算 符 本 身 ， 不 难 发 现 ， 在 (7) 式 中 给 出 的 己 SP, P, P, 三 者 交换 作用 顺序 的 关系 


的 帮助 下 ， 只 要 把 上 述 算 符 之 间 的 相继 作用 关系 拓展 到 (24) 与 (25) 两 式 中 的 所 有 0 、U、 


U, GU, ， 就 能 够 进一步 导出 这 些 算 符 的 所 有 相互 作用 规律 。 比 如 ， 借 助 (30) 式 ， 能 够 导出 


U g(x) = olT)X,( 六 PY 的 如 下 作用 关系 


U a ZDU (x,) = (14405 y (x, + a) 


ir 10 


(35) 
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这 里 约定 (Xx) = (7, j, A), x Fx RR Me FHR, Ox, + x,) 表示 对 应 的 两 个 量 


分 别 相 加 。 此 外 ， 文 献 "9 中 ， 在 设 定 书 ，= 1 为 单位 算 符 的 前 提 下 《此 时 ，(33) 与 34) 两 式 


中 的 c, ;始终 等 于 1), CIMERE, 2, Bo X (kK) SY (k) (BRA > 0) 一 起 
构成 一 个 算 符 代数 。 
方便 起 见 ， 借 助 0 与 0 ， 进 一 步 把 (29) 式 中 所 有 独立 操作 表示 为 如 下 


BO, E>. P p0 


12 1 ? 21271 ? 
Pr04，PO4 P..0* 


12? 21 2 ? 121° 2 


等 八 类 。 例如 ， ÆN = 4 的 情形 ，(26) 式 中 的 有 实质 区 别 的 组 合 操作 只 有 .7 = 0,1, 2 时 的 
单位 算 符 1，P,，P,，0 与 0 五 个 , 前 三 个 正好 是 WV = 2 时 的 所 有 操作 (已 令 P，= 1); 


(36) 


WAN = 5 时 ，(27) 式 中 仅 包含 7= 0,1,2 时 的 P，P，P,， PO 与 P0, 六 个 实 


质 性 独立 操作 ， 履 盖 了 W = 上 3 情形 的 所 有 可 能 的 结果 ， 没 有 单位 算 符 ， 这 是 因为 ， 奇 数 
个 基本 算 符 的 组 合 一 定 不 会 存在 单位 算 符 。 
2. 3 根据 生成 的 次 不 同 的 微分 形式 对 操作 分 类 

由 上 述 操作 的 组 合 规则 可 进一步 得 到 结论 ， 当 Hodge 对 偶 与 外 微分 算 符 作 用 于 p- 形 式 
场 4 时 ， 不管 操作 多 少 次 ， 最 终 的 结果 要 么 为 零 ， 要 么 为 六 种 t 次 形式 场 之 一 ， 这 里 t 只 能 


从 集合 {p, 9, p 土 1,9 土 寺 中 取 值 。 除 此 以 外 ， 尽 管 霍 奇 星 算 子 与 外 微分 算 符 的 所 有 组 合 


P 


121? 


不 能 再 生成 更 多 类 型 的 微分 形式 ， 但 是 ， 相 较 于 单个 基本 算 符 的 组 合 P” 与 只 7 仅 能 分 别 生 


hq (或 p) 与 (p+1) 次 的 微分 形式 来 说 ， 两 者 的 混合 组 合 已 很 具有 影响 性 了 。 
具体 来 说 ， 当 组 合 操作 含 基本 算 符 的 总 个 数 W 为 偶数 时 ， 由 (24) 式 可 知 ， 只 可 能 生成 
qt]. GDS p 三 种 次 的 微分 形式 场 ， 对 应 的 操作 集合 依次 为 


Spa = lepor) 


S, E 人 (37) 
S, = GO, hr aO so 


因此 , 如 果 要 求 经 由 组 合算 符 作 用 后 仍然 保持 微分 形式 的 次 不 变 , 如 此 的 算 符 只 能 包含 偶数 
个 基本 算 符 与 2 。 当 放 为 奇数 时 ， 由 (25) 式 可 知 ， 作 用 于 p- 形 式 场 时 ， 也 只 可 能 生成 次 
为 (p+1)、(p-1) 与 q 三 种 的 微分 形式 ， 相 应 的 操作 集合 分 别 为 

9 SAO Pf} 


.1 


S = {oP 0O7P4 (38) 


p-l 121 2 “11 


=P hn! 


2°11 ? 21271 


(38) 式 表明 , 任意 奇数 个 基本 算 符 与 月 的 组 合 不 可 能 得 到 单位 算 符 。 在 (37) 与 (38) 两 式 中 ， 


已 要 求 所 有 的 组 合 操作 含 基本 算 符 的 总 数 必须 为 W 。 由 于 己 仅 有 可 能 改变 微分 形式 场 的 符 
号 ， 为 了 构造 有 本 质 差别 的 各 种 微分 形式 ， 如 (36) 式 所 示 ， 完 全 可 以 去 掉 以 上 集合 中 的 所 有 
P “操作 与 符号 系数 0 。 

结束 本 节 之 前 , 为 了 简单 说 明 (37) 与 (38) 两 式 的 应 用 , 具体 来 看 (26) 式 中 的 四 个 基本 算 符 
的 组 合 ， 它 们 作用 于 p 次 微分 形式 场 时 ， 生 成 p -形式 的 操作 集合 是 {P ,2 0, 0,} ， 生 成 (q-1) 


与 (q+1) 次 形式 的 操作 分 别 为 (-D"™ 了 P,P 与 (-1D" PPi。 而 对 于 (27) 式 中 五 个 基本 算 符 
的 组 合 ， 只 可 能 生成 (p-1)、(p+]) 与 q 次 三 种 微分 形式 ， 生 成 前 两 种 的 所 有 操作 集合 分 别 为 
(De PP PY SID PPP’, PO}, ÆR g -形式 的 所 有 算 符 依次 为 PP 2 ，PO ,与 


(DP PP, 。 这 些 操作 可 由 表 1 进一步 简化 。 


3 应 用 举例 

本 节 中 ， 作 为 上 述 一 般 理论 的 应 用 ， 具 体 考虑 四 个 及 以 下 (W < NEREK P P, H 
所 有 组 合 操作 分 别 作用 于 p- 形 式 4 与 (p-1)- 形 式 而 如 何 生 成 次 相同 的 微分 形式 场 。 当 组 合 
操作 含 基本 算 符 的 个 数 不 大 于 四 个 时 ， 它 们 作用 于 p- 形 式 场 4， 由 (37) 与 (38) 两 式 可 知 ， 能 
够 生成 (q-1)、p 与 (q +D- 形 式 的 操作 只 能 是 基本 算 符 总 数 放 =2, 4 的 组 全 操作， 分别 形成 如 
下 三 个 集合 


Wey = Fig chy, Gal 
W =1¢1,1,0, 0,} (39) 
Fa = La Glal 
VV=1, 3 的 组 合算 符 能 够 生成 (p-1)、gq 与 (p +1) 次 形式 ， 它 们 构成 的 集合 依次 为 
Pai = ail 
W, E ie cf, Bs! (40) 


Wa = 1B, CA， cP} 
如 果 忽 略 所 有 的 符号 差异 ， 由 上 述 (39) 与 (40) 两 式 不 难 发 现 ，wW < 4 的 所 有 操作 中 真正 独立 
KERAMET Fo, By, Oo Qe P, R, PSR EST, MAER 
般 情 形 下 的 17 个 。 
接 下 来 ， 在 (39) 与 (40) 两 式 的 帮助 下 ， 我 们 来 讨论 经 由 各 类 算 符 作用 于 p- 形 式 4 与 (p-1)- 
形式 B 后 得 到 的 所 有 次 相同 的 微分 形式 场 ， 有 如 下 四 种 情况 ; 


(a). 同 为 (p-1)- 形 式 场 。 作 用 于 4 与 的 操作 集合 分 别 为 ,与 所 (p > p 1); 


(b). 同 为 p- 形 式 场 。 作 用 于 4 与 8 的 操作 集合 分 别 为 所 与 (op Pp 一 上 D; 


pti 


(0). 同 为 q- 形 式 场 。 作 用 于 4 与 8 的 操作 集合 分 别 为 所 与 所 ,(p > p- 1): 
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(d).lA) A(q+)-7B 0H. (FAT ASB RERED 


q+l 


SW(p > p-)). 


以 上 出 现 的 (p > p — 了 表示 把 集合 中 含 c 与 c, 操 作 的 这 两 个 参数 中 的 p BIUR 


(p 一 ])， 相 应 地 ，g 需要 替换 成 (g + 1)。 


当 p = 2 时 ,对 于 2- 形 式 4, 以 及 1- 形 式 己 ,与 .J ,经 上 述 算 符 作 用 后 得 到 的 全 部 有 


实质 性 差异 的 (n-1) 次 形式 只 可 能 为 (已 经 忽略 符号 差异 ) PAg BBa Bubo Jo S 


PJ) HAs 我 们 考虑 取 这 五 个 (n-1) 次 形式 中 的 任意 两 个 的 线性 组 合 来 构造 含 4, Ba 


.三 者 中 的 任意 两 个 的 方程 。 一 种 可 行 的 处 理 方式 是 ， 先 从 五 个 (n-1) 次 形式 中 任意 选取 含 


hs、Biy 与 /a) 的 三 个 量 归 为 一 组 , 总 共有 四 组 : (D. Bids Ay By SAS 1 D. Ade» 


FB) 与 Fredy (3). Fy Ag) z E Bo 5 FJa ; (4). BiA : Bibo 5 Prado 。 然 后 ， 由 


每 组 的 三 个 量 中 任 选 两 个 进行 线性 组 合 来 构造 方程 。 显然 ，(1) 与 (2) 两 组 完全 等 价 , 因为 已) 


与 .] 互 换 有 不 变性 ， 在 (3) 与 4) 两 组 中 ， 由 于 B, 与 . 帮 ,在 形式 上 的 等 价 性 ， 我 们 认为 完全 


可 以 排除 (FB): FS) a (BiB Piado) 这 两 对 平庸 组 合 ， 并 且 ， (Rhy FBy) 5 


(Fy 4a» AJo) AR AR rA Bio By) 5 rA Pado) 两 对 的 各 自 线性 组 合 实质 上 分 


HIE, 这样， 相当 于 (3) 中 仅 能 从 (P24, PB) 与 (R14, PJ yy) 的 组 合 任 取 其 一 ,同样 


(4) 中 也 只 能 选取 (14, PDB 5E Aa Prod) 的 组 合 中 的 一 种 , 但 不 管 怎样 , 这些 组 
合 均 可 由 (1) 或 2) 覆盖 ， 故 可 以 不 予 考 虑 (3) 与 (4)。 通 过 (1) 中 三 个 量 彼此 配对 得 到 
(BA BJw)、(Bi4wys PoBo) SPI» Pado) 三 对 ,由 各 自 的 线性 组 合 依次 构造 如 下 


三 个 方程 


d * 4 =A, * Jo 
Ay = tab (41) 
d * dB =A * Jo 


ERP, A. A, SANK HB) SI) 互 换 ， 便 是 (2) 给 出 的 结果 。 和 需要 注意 的 是 ， 我 


们 认为 (4D 式 中 三 个 方程 是 彼此 独立 的 。 不 妨 让 1- 形式 吕 与.]， 分 别 理解 为 电磁 矢 势 与 流 ， 


(41) 式 中 第 一 个 方程 正 是 大 家 熟知 的 由 微分 形式 描述 的 麦克 斯 韦 方 程 组 的 两 个 成 员 之 一 ; 第 
二 个 方程 可 用 来 定义 二 阶 反对 称 电 磁 张 量 ， 用 微分 算 符 作用 一 次 便 得 到 另 一 个 麦克 斯 书 方 
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Ei: 第 三 个 方程 是 电磁 场 的 运动 方程 。 如 果 需 要 联 立 (41) 式 中 的 三 个 方程 来 自治 地 描述 电磁 
场 的 运动 , 还 需要 限制 条 件 4 =154 = A, BORE, 确保 第 二 个 方程 给 出 了 电磁 张 量 4，， 
而 第 一 与 第 三 个 方程 完全 一 致 ， 均 为 电磁 场 的 运动 方程 。 

此 外 , 除了 上 述 包含 4, 、Bi 与 .J 三 者 中 任意 两 个 混合 量 的 组 合 外 ,还 有 仅 包 含 及 


R Jo KREAS, MEREEN E By PBi,) 与 (P17, PJq) 两 对 ,它们 的 线性 组 


合 可 构造 d * dB, = A, * By Gd * dJa = 4 * Jy 这 两 个 方程 , 这 里 1, 与 人 为 常量 


应 用 (15) 式 中 第 二 个 方程 ， 有 


= [ v] 
AB) = 2V VB 


_ [ v] 
AJo = NN To 


(42) 


如 果 能 把 及 与 .7 求解 出 来 ， 也 许可 以 得 到 一 类 特殊 的 矢量 场 。 综 合 可 得 ， 从 纯 数学 的 角 


度 来 看 ， 如 果 通 过 五 个 m-D 次 形式 已 4 、P 有 BoB > PI ey 5 Prod PERIME 


行 线性 组 合 来 构造 方程 , 考虑 到 有 ,与 .7 在 形式 上 的 等 价 性 , “EERE Ay By 5 Jo 
三 者 中 的 任意 两 个 时 , 能 得 到 (41) 式 中 的 三 个 方程 ; 当 只 包含 三 者 中 的 一 个 时 , 只 能 得 到 (42) 
式 给 出 的 两 个 方程 。 若 及, 与 J) 互 换 ，(41) 式 又 可 给 出 其 余 的 混合 A, By 5J EBX 


者 的 三 个 方程 ， 但 不 管 怎样 ， 所 有 这 些 方程 在 形式 上 都 可 归 入 (41) 式 中 的 三 个 方程 ， 由 此 可 
知 , 这 三 个 方程 在 某 种 意义 上 来 说 是 唯一 的 , 而 它们 的 联合 能 够 完整 地 描述 电磁 场 的 麦克 斯 
韦 方程 。 

最 后 ， 值 得 再 次 强调 的 是 ， 考 虑 由 微分 形式 P Bo 与 上 述 剩余 的 四 个 量 中 任 选 一 个 进 
行 线性 组 合 构造 方程 时 ， 真 正 可 能 有 意义 的 方程 只 能 是 (4D) 式 中 的 最 后 两 个 方程 以 及 (42) 式 
中 的 第 一 个 方程 ， 如 果 把 及 ,理解 为 电磁 矢 势 并 要 求 运动 方程 包含 它 的 二 阶 导数 项 ， 那 么 ， 


(41) 式 中 第 三 个 方程 。 同 样 ， 当 由 ,4,, 与 其 余 四 个 量 的 任意 一 个 线性 组 


ral 


该 运动 方程 只 能 


合 构造 方程 时 ， 总 共有 四 对 组 合 ， 若 选取 其 中 两 对 来 构造 一 个 同时 含 4 、 马 ,与 .] 三 者 


的 方程 组 ， 真 正 有 意义 的 只 能 是 形式 上 彼此 完全 等 价 的 这 两 组 ， 一 组 由 (P,4,, PB) 5 


(Bo Pedy) TB AHN A Ay, Bq) 与 (B14w, PB)» J HL BB 
性 组 合 构造 的 方程 就 是 (41) 式 中 前 两 个 ， 它 们 刚好 能 同时 满足 麦克 斯 书 方 程 组 的 要 求 。 


4 结论 
在 本 文中 , 我 们 全 面 系统 地 探讨 了 Hodge 星 算 子 与 外 微分 算 符 ( 分 别 记 为 基本 算 符 太 与 


tt 


。 首 先 ， 找 到 了 两 个 能 够 保持 微分 形式 场 的 次 


PO 作用 于 任意 微分 形式 场 的 一 般 组 合 规 得 


不 变 的 最 少 组 合算 符 0 与 0 ， 它 们 作用 于 任意 微分 形式 的 结果 分 别 由 (11) 与 (12) 两 式 给 出 
两 者 有 (14) 式 中 的 相互 关系 ， 它 们 的 线性 又 加 又 可 构造 出 (13) 式 中 的 算 符 平 ， 它 可 禾 盖 
Laplace-de Rham 算 子 以 及 平 直 时 空 的 达 朗 贝尔 算 子 。 其 次 ， 考 虑 了 任意 WV MEATS PO 


P 的 组 合 ， 当 WW 为 偶数 或 奇数 时 ，, 每 种 情形 下 的 所 有 (2N 一 D) 个 非 零 且 独 立 的 操作 总 可 分 


ad 


上 表示 成 (24525) PHP, Ro Po PSP 等 五 个 算 符 〈 这 些 算 符 之 间 的 相互 作 


2 


] 关 系 参见 表 D 给 出 的 统一 形式 局 Up, U, GU ys 若 忽 略 符号 差异 ， 全 部 有 实质 性 


区别 的 独立 操作 只 能 是 (29) 式 中 的 全 X, ， 了 与 所 ,它们 的 所 有 相互 作用 关系 由 (30) 到 (34) 


这 五 个 式 子 给 出 。 再 次 ， 依 照 组 合算 符 作 用 于 任意 p- 形 式 场 时 对 微分 形式 的 次 的 影响 ， 对 
它们 进行 了 分 类 ， 当 基本 算 符 的 个 数 W 为 偶数 时 ， 组 合 操作 只 可 能 生成 (q-1)、p 与 (q+1) 三 
种 次 的 微分 形式 场 ， 对 应 于 (37) 式 中 的 操作 集合 ; 当 为 奇数 时 ， 仅 能 生成 次 分 别 为 (p-1)、 
q 与 (p+1) 三 种 的 微分 形式 ， 相 应 的 操作 集合 由 (38) 式 给 出 。 最 后 ， 作 为 一 个 例子 ， 我 们 详细 
分 析 了 如 何 把 所 有 基本 算 符 个 数 满足 1 < _W < 4 的 操作 应 用 到 (p-1)- 与 p- 形 式 场 来 生成 次 
相同 的 微分 形式 ， 特 别 地 ， 当 pp = 2 时 ， 作 用 于 1 与 2 次 形式 时 生成 的 所 有 独立 的 (n-]) 次 
式 足 够 用 来 描述 电磁 场 的 麦克 斯 韦 方 程 组 。 
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Combination Rules of Hodge Star and the Exterior Derivative 


Peng Jun-jin 
( School of Physics and Electronic Science, Guizhou Normal University, Guiyang, Guizhou 550001, China) 
Abstract: In the present paper, we have systematically explored the general rules for all kinds 
of combination of Hodge star and exterior differentiation operators. We have derived the unified 
forms of the non-vanishing and independent operators made up of arbitrary numbers of Hodge star 


and exterior differentiation operators. On basis of this, we have explicitly investigated the 
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interaction of all the combined operators. What is more, all the operators have been classified 
according to the ranks of the newly generated differential forms. As an application, it has been 
demonstrated that the Maxwell’s equations for U(1) gauge field can be constructed from the linear 
combinations of two (n-1)-forms. 
Key words: Hodge star operator; exterior derivative; Maxwell’s equations; general relativity; 
differential geometry 


